Nombres Complexos i Funcions Variable Complexa

C={z=a+b-i | abeR}

@ i = /=1 és la unitat imaginaria (i.e., i = —1).
oSiz=a+b-ieC:

o a=Re(z) éslapartrealde z € C.

o b=1Im(z) és lapartimaginariade z € C.
@ Sizi=aj+bj-i, j=1,2,lasumaiproducte en C son:
Z4 +22:(a1 + by -i)+(a2+b2-i):(a1 +32)+(b1 —|—b2)~i,
zy-zp=(ar+ by -i)- (@ + b2-i) = (a1a2 — b1bz) + (a1by + byaz) - i.
o (C,+,-) és un cos commutatiu.
@ Siz=a+b-ieC)\ {0}, el nombre invers de z és:

4 1 a b )
Z = — = — - 1.

z a+b a+b?
0 Siz=a+b-iecC,llavors:

o Zz=a+b-i=a—- b-i és el nombre complex conjugat de z.

o |z| =Vz-z=+a%+ b2 és el modul de z.
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@ Siz,w e C, llavors es compleix:

o (VzFTw=z+w, (iVZw=2z w; (ii)Siz#0:z"= é;
o (iv)zeR < z=2z (v)z<iR (imaginaripur) < z= -z
o Exercici: Siz;=a;+b;-i, j=1,2, llavors:
o Re(zy - z2) = ((a1, b1), (@2, b2)).
[} Im(Z . Zg) = det((a1 , b ), (327 b2))
o Introduim el pla complex identificant C ~ R? via I'equivaléncia
Csz=a+b-i~(ab)cR?:

Imaginario

b 7

/
|
i |

a

Real

@ Siz +#0, el seu argument és arg(z) = 0 = angle format pel vector
(a, b) amb el semi-eix real positiu (arg(z) funcié multi-valuada
definida modul 27). E.g.: arg(1) = 0, arg(—1) = =, arg(i) = 7 /2.
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@ Largument d’'un nombre complex compleix:

arg(z-w) = arg(z)+arg(w)
arg(z/w) = arg(z) - arg(w)
arg(z) = —arg(2)
(i.e., si triem determinacions concretes de arg(z) i arg(w),
obtenim determinacions de arg(z - w), arg(z/w) i arg(z).)
@ La notacié z = ry s'anomena la forma polar de z € C, on r = |Z]|
(modul) i § = arg(z) (argument).
(Siz=0 = r =0, pero I'argument esta indefinit.)
@ Les relacions basiques entre la forma (rectangular) z=a+ b -i
d’un nombre complex i la seva forma polar z = ry son:

z=r-(cosf+i-sin(9)), r=+va+b? tan(9)= Z

© Siz=r1,z = (), j=1,2, llavors:

2120 = (M11)o, 10,0 Z1/22 = (11/12)oy—0,» Z=T-g, Z ' =(1/1)—g
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@ Usant la férmula d’Euler per I'exponencial d’'un nombre complex,
podem introduir la notacié exponencial de z € C:

z=rg=re’ =r.(cosf +i-sin(9)).
o Siz=re zj=re% j=1,2 llavors:

z1-20 = (4-n) E:i(91+€2)7 2125 = (11 /12) E:i(91792)7
z = re z ' =(1/r)e .

o La forma polar/exponencial de z = ry = re'? € C\ {0}, permet
calcular facilment les seves n arrels n-ésimes {Wy }x—o,.. n—1:

W=z = w=w=re 7, k=0,....,n—1.
@ Les arrels n-esimes {Wy }x—o, . n—1 de z # 0 determinen un
poligon regular de n costats centrat en el zero.
E.g., les arrels cinquenes de z = 1 +i = v/2¢"™/* formen un
pentagon regular de vértexs: wy = V2e™/20, wy = V/2e%7/20,
Wy = W27/ — YD eSin/4 |y, — /2 e38im/20



@ A partir del modul en C introduim la distancia euclidea en C:
d(z1,22) = |21 — 22|, zy,20 € C.

o Ladistancia d en C és identica a la distancia euclidea entre els
corresponents elements de R? definits via la identificacio
Coz=x+y i~ (x,y) € R2

@ Per tant, la topologia de I'espai metric (C, d) és la mateixa que la
usual de R?.

@ (C,d) és un espai metric complet, i.e., tota successio de Cauchy
en C (en termes de la distancia d) és convergent en C.

@ La convergencia d’'una successio (z)neny = (@n+1- bp)neny €n C
equival a la convergéncia de la seva part real i imaginaria:

lim a, = a
im z;,=z=a+i-b < n-=00
n_)oon T I|m bn:b

n—o0



Denotarem el disc/bola obert/a en C de centre zg € Ciradir > 0
mitjangant qualsevol de les notacions seguents:

B(zo:r) = B/(20) = D(20:r) = Di(20) = {z € C||z — 20| < r}.
El corresponent disc/bola tancat/da es denotara per:

B(zo; r) = Br(20) = D(20: 1) = D{(20) = {z € C||z — 20| < r}.
Denotarem el cercle en C de centre zyg € Ciradi r > 0 com:

Cl20: 1) = C(20) = OBr(20) = 0By(20) = {z € C||z — 20| = r}.

Un domini de C és tot subconjunt Q c C tal que Q és obert (Q = Q
en la topologia definida per la distancia d) i connex.

Q c C és una regid si el seu interior  és un domini (Q = QU F,
on F C 99 és una part o bé tota la seva frontera).

Un domini Q ¢ C és simplement connex si el complementari de Q
en C = C® = C U {oc} és un conjunt connex (i.e., si Q no te cap
forat), on C és la compactficacié (d’Alexandroff) de C per un punt.
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@ Denotarem les funcions complexes de variable complexa com:

f:QcC— C
Z 7 H2) = u(z) +i-v(2),
on u i v denoten les parts real i imaginaria de f, respectivament:
u=Re(f), v=Im(f).
o Usant la identificacié C > z= x4+ y -i~ (x, y) € R2, podem
interpretar la funcié f com una funci6 de R? en R?:
f:QCR? - R?
(X, ¥) = £(x,y) = (u(x,y), v(x,¥))
o Motivat per la identificacié de C ~ R?, admetrem les segiients
expressions per f (malgrat “I'abus de notacié” que signifiquen):
f(z) = f(x+y-i)=f(x,y) = ulx,y) +i-v(x,y) ="f(z,2)",

@ La notacié “f(z,z)” per una funci6 de C en C posa de manifest el
fet de que si f(x, y) n’és la funcié de R? en R? equivalent, llavors
si “complexifiquem” (x, y) via la identificacio z = x + y - i, el que
obtenim (en general) NO és “propiament” f = f(z) siné f = f(z, Z).
(Si bé en aeneral no escriurem f(z. Z) per indicar-la.) 7/11



@ Larelacio entre f(x, y) i f(z) s’estableix via les substitucions:
z:x+yq}4££{xzz+z z-2z

Z=x-y-i 2 V7 a0
o P ex.: Considerem f : R? — R? definida per:
f(x,y) = (u(x.y), v(x,)) = (X + y2,2xy),
la corresponent funcié f: C — C és f(z) = u(x,y) +1i- v(x,y):
fz) = x2+y®+i2xy
2\ 2 o\ 2 - -
)y (z2+Z z-Z A(z+Z\ [(z-2Z
(27) (%) 2 (5%7) ()
72—z
2

o Pex.:Sif:C—Césf(z
f:R? - R?és f(x,y) = (
)

—
*

= zZ+

) = Z2 + Z2, la corresponent funcié
U(X ) v(x,y)) = (2x* — 2y2,0), ja que:

fx,y) = 2+2 9 (x+y )2+ (x—y-i)2=2x%—2)?

= u(x,y)+iv(x,y) <= u=2x>-2y% v=0.



f(Z)=f(x+y-i)=1f(x,y)=u(x,y)+1i-v(x,y).

@ Podem calcular les derivades parcials de f = u+i- v respecte de
X, y (si existeixen) com segleix:
fxzaxf:a—f:uerivx f, =u, +1iv,.
ox ) y y y
o En termes de la notacio f(z), podem calcular f(2), fy,(2o), en
Zp = a+ b-i, a partir dels seglents limits d’'una variable (real):

f(x+b-i)—fla+b-1i)

o) = fim, P
. flat+y-i)—fla+b-i)
(20) = }!Tb y—b '

@ Pel que fa referéncia a z i z, introduim els seglents operadors (en
principi formals) per denotar les seves derivades parcials:

of 1 . 1 .



o f, i f; surten d’aplicar “formalment” la regla de la cadena

O _or ox of oy 1, 1,
27 9z 9x 9z 9y 0z 217

2
of _of ox of gy 1 1
27

B= T ox ez oy oz 2k @

21

z+2 z—Z)
Y= 2i

o Exemple/Exercici: S| ~(t) és una corba parametritzada en C:

(Recordem: x =

:|a, b] CR—> C
— () = a(t) +15(1)

llavors /(t) = o/(t) + i 5'(t) és el vector velocitat de (t) en cada
punt (vector tangent a la corba). Si apliguem f: C — C a (1),
llavors el vector velocitat de la nova corba f(y(t)) és:

G0N = 1) -7/ (0) + S (1) -7

z
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@ Les funcions f : C — C holomorfes / analitiques, que son les que
estudiarem en aquest curs, s6n aquelles C' tals que, un cop
expressades com a funcioé de z, z, NO depenen de la variable Zz.

o feC'ésholomorfa «— £ =0.
o Sif és holomorfa, f'(z) = f,(z) és la seva derivada holomorfa.

o P ex.: f =|z| NO és holomorfa;

o f(2)=|z|=Vz - z=/x2+ y2.
z X+iy ¥4

o fb=—=—2_ = —.
T2z 2yx2ry? 7 27|
o Pex.: f=x%2—y2+2ixy Slés holomorfa:
o f(2)=x2—y?2+2ixy =(x+i-y)? =22
[+ fzzo, fz:2Z.
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